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Note sur les lois locales
conjointes de la fonction
nombre de facteurs premiers
Ge´rald Tenenbaum
Abstract. Let α ∈]0, 1] and let Qj (1 6 j 6 r) denote distinct irreducible
polynomials with integer coefficients. We show that, for vectors with
coordinates not exceeding a constant multiple of their mean, the joint local
distribution of the number of prime factors of the Qj(n) for x < n 6 x+xα
is majorized by a constant multiple of the pairwise independency model,
and we provide an upper bound for the constant in terms of the coefficients
of the Qj .
Keywords : number of prime factors, shifted integers, polynomial values,
additive functions.
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11N60.
Notons ω(n) le nombre des facteurs premiers distincts d’un entier naturel n.
Soit pik,`(x) le nombre des entiers n n’exce´dant pas x et tels que ω(n) = k,
ω(n+1) = `. Un cas particulier d’un re´cent re´sultat de E´. Goudout [2] stipule
que la majoration
(1) pik,`(x) x(log2 x)
k+`−2
(log x)2(k − 1)!(`− 1)! (x > 3)
est valable uniforme´ment, pour toute constante R > 0, dans le domaine
1 6 k, ` 6 R log2 x.
Goudout e´tablit en fait un the´ore`me plus ge´ne´ral, relatif a` un produit de
deux polynoˆmes line´aires et fournit une borne uniforme dans les coefficients.
Il mentionne e´galement que sa de´monstration s’adapte au cas d’un produit
quelconque de polynoˆmes line´aires.
Nous proposons ici une preuve simple d’une ge´ne´ralisation de (1), base´e
sur la me´thode d’Erdo˝s dans [1].
Nous conside´rons une famille {Qj}16j6r de polynoˆmes irre´ductibles de
Z[X], deux a` deux premiers entre eux et sans diviseur fixe et posons
Q :=
∏
16j6r Qj . Nous de´signons par %j(m), resp. %0(m), (m > 1) le nombre
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de racines de Qj , resp. de Q, dans Z/mZ, notons Dj le discriminant de Qj ,
D celui de Q, et posons
gj := degQj (1 6 j 6 r), g :=
∑
16j6r
gj = degQ,
Q(X) =
∑
06i6g
βiX
i, β := βg, ‖Q‖ := max
16i6g
|βi|,
ϕj(n) := n
∏
p|n
(
1− %j(p)
p
)
(n > 1, 0 6 j 6 r),
Ici et dans la suite nous re´servons la lettre p pour de´signer un nombre premier.
En vertu du the´ore`me des ide´aux premiers, il existe des constantes positives
Mj (1 6 j 6 r) telles que∣∣∣∣∣∣
∑
p6x
%j(p)
p
− log2 x
∣∣∣∣∣∣ 6Mj (x > 2).
Notre re´sultat principal de´pend fondamentalement de ces quantite´s.
Posons M :=
∑
16j6rMj .
The´ore`me 1. Soient R > 0, r > 1, α ∈]0, 1[. Nous avons uniforme´ment
pour x > c0‖Q‖, xα 6 y 6 x, kj ∈ [1, R log2 x] (1 6 j 6 r),
(2)
∑
x<n6x+y
ω(Qj(n))=kj (16j6r)
1
(
βD
ϕ0(βD)
)K
eMy
(log x)r
∏
16j6r
(log2 x+Mj)
kj−1
(kj − 1)! ,
ou` K, c0 et la constante implicite de´pendent au plus de α, R, r, g.
Remarques. (i) Nous avons %0(p) 6 g pour tout nombre premier p. Notant ϕ
la fonction indicatrice d’Euler, cela implique,
βD
ϕ0(βD)

(
βD
ϕ(βD)
)g

(
log{2 + ω(βD)}
)g
.
(ii) Le membre de droite de (2) n’exce`de pas(
βD
ϕ0(βD)
)K
e(R+1)My
(log x)r
∏
16j6r
(log2 x)
kj−1
(kj − 1)! ·
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De´monstration. Soit ε ∈]α/4g, α/3g[. Pour chaque entier n de ]x, x + y],
de´signons par ξn le plus grand entier tel que∏
pν‖Q(n)
p6ξn
pν 6 x2gε.
Notant classiquement P+(n) (resp. P−(n)) le plus grand (resp. le plus petit)
facteur premier d’un entier n avec la convention P+(1) = 1, P−(1) = ∞,
nous obtenons la de´composition canonique
Q(n) =
∏
16j6r
ajnbn
avec
P+
( ∏
16j6r
ajn
)
6 ξn, ajn|Qj(n) (1 6 j 6 pnr),
pn := P
−(bn) > ξn, pvnn ‖bn, xε/pvnn <
∏
16j6r
ajn 6 xε.
De´signons alors par Nj(x) (1 6 j 6 3) le nombre des entiers n compte´s
dans le membre de gauche de (2) et satisfaisant respectivement aux conditions
suivantes
a1n · · · arn 6 xgε et pn > xε/3,(N1)
a1n · · · arn 6 xgε et pn 6 xε/3,(N2)
a1n · · · arn > xgε.(N3)
Si n est compte´ dans N1(x), alors ω(bn) 6 E := 3(g + 1)/ε de`s que x et
c0 sont assez grands. Notons D(U) le discriminant d’un polynoˆme U ∈ Z[X]
et R(U, V ) de re´sultant de (U, V ) ∈ Z[X]2. L’argument de´veloppe´ dans [4],
p. 134, une fois rectifie´, comme indique´ dans [3], en tenant compte de la
formule
cdegUddeg VD(UV ) = D(U)D(V )R(U, V )2,
valable pour tous polynoˆmes U , V de Z[X] de coefficients dominants respec-
tifs c, d, nous permet alors d’e´crire
ajn = tjndjn (1 6 j 6 r)
avec
tjn|(βD)∞, (djn, βD) = 1 (1 6 j 6 r),
(din, djn) = 1 (1 6 i < j 6 r).
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Introduisons les noyaux sans facteur carre´ t∗jn, d
∗
jn des tjn, djn. Chaque
entier n compte´ dans N1(x) est donc tel que
t∗jnd
∗
jn|Qj(n) (1 6 j 6 r),
t∗1n · · · t∗rn|(βD)r,∏
16j6r µ
(
t∗jn
)2
µ
(∏
16j6r d
∗
jn
)2
= 1.
De plus, la condition ω
(
Qj(n)
)
= kj implique ω(tjndjn) ∈ [kj −E, kj [, ou` la
borne supe´rieure de´coule de l’hypothe`se ajn 6 xgε.
En sommant selon les fibres
(t∗1n, . . . , t
∗
rn, d
∗
1n, . . . , d
∗
rn) = (t1, . . . , tr, d1, . . . , dr),
nous pouvons donc e´crire
(3)
N1(x) 6
∑
(kj−E)+6κj<kj
(16j6r)
∑
t1···tr|(βD)r
∑
ω(tjdj)=κj (16j6r)
t1d1···trdr6xgε
(dj ,βD)=1 (16j6r)
∏
16j6r
µ
(
tj
)2
µ
( ∏
16j6r
dj
)2 ∑∗
x<n6x+y
1
avec les conditions de sommation
(∗)

t1 · · · tr|(βrDr, Q(n)),
dj |Qj(n) (1 6 j 6 r)
p|Q(n)⇒ p|t1d1 · · · trdr ou p > xε/3.
Notant T := t1 · · · tr, nous pouvons supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que
%0(T )
∏
16j6r %j(dj) > 1, puisque N1(x) = 0 dans le cas contraire. La somme
inte´rieure peut alors eˆtre majore´e par le crible de Selberg comme au lemme 3.4
de [6] puisque l’ensemble
A :=
{
n ∈]x, x+ y] : T |Q(n), dj |Qj(n) (1 6 j 6 r)
}
ve´rifie |A| = X +O(R) avec
X := y
%0(T )
T
∏
16j6r
%j(dj)
dj
> x2α/3, R := %0(T )
∏
16j6r
%j(dj) 6 xgε 6 xα/3.
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Nous obtenons
∑∗
x<n6x+y
1 X
∏
p6xε/3
p - t1d1···trdr
(
1− %0(p)
p
)
 X
∏
p6xε/3
p - βDd1···dr
(
1−
∑
16j6r
%j(p)
p
)
 X
(
βD
ϕ0(βD)
)r ∏
16j6r
dj
ϕj(dj)
exp
{
−
∑
16j6r
∑
p6xε/3
%j(p)
p
}
 eM
(
βD
ϕ0(βD)
)r ∏
16j6r
%j(dj)
ϕj(dj)
y%0(T )
T (log x)r
·
Notant τr(n) le nombre de de´compositions d’un entier n en produit de r
facteurs, il suit
N1(x) Hy
(log x)r
∑
T |(βD)r
%0(T )τr(T )
T
S(T ),
avec
H := eM
(
βD
ϕ0(βD)
)r
,
S(T ) :=
∑
(kj−E−ω(T ))+6κj<kj
(16j6r)
∏
16j6r
1
κj !
(∑
p6x
%j(p)
p− %j(p)
)κj
 {ω(T ) + E)}r ∏
16j6r
(log2 x+Mj)
kj−1
(kj − 1)! (R+ 1)
rω(T )+rE ,
compte tenu de la majoration
1
κj !
(∑
p6x
%j(p)
p− %j(p)
)κj
 1
κj !
(
log2 x+Mj
)κj
 (log2 x+Mj)
kj−1
(kj − 1)!
(
1 +
kj
log x
)`
6 (R+ 1)` (log2 x+Mj)
kj−1
(kj − 1)! ,
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valable pour kj − ` 6 κj < kj 6 R log2 x. Nous pouvons donc e´crire
N1(x) Hy
(log x)r
∏
16j6r
(log2 x+Mj)
kj−1
(kj − 1)!
∑
T |(βD)r
%0(T )τr(T )(R+ 2)
rω(T )
T

(
βD
ϕ0(βD)
)K
eMy
(log x)r
∏
16j6r
(log2 x+Mj)
kj−1
(kj − 1)! ·
Conside´rons a` pre´sent un entier n compte´ dans N2(x). Nous avons
pvnn > x
gε et pn 6 xε/3. Pour chaque nombre premier p n’excedant pas
xε/3, de´signons par ν(p) le plus petit entier tel que pν(p) > xgε. Alors
ν(p) > 3g et pν(p)−1 6 xgε, donc pν(p) 6 x2gε 6 y. La majoration universelle
%0(p
ν) 6 gpν(1−1/g), e´tablie par Stewart dans [5] pour toute puissance de
nombre premier pν , nous permet alors d’e´crire
N2(x) 6
∑
p6xε/3
∑
x<n6x+y
Q(n)≡0 (mod pν(p))
1 6 2
∑
xgε/ν(p)<p6xε/3
y%0
(
pν(p)
)
pν(p)
 y
∑
xgε/ν(p)<p6xε/3
1
pν(p)/g
 y
x2ε/3
·
Cette majoration est clairement compatible avec l’estimation annonce´e (2).
Pour estimer N3(x), nous introduisons le parame`tre qn := P
+(a1n · · · arn)
et notons que ω(bn) 6 η(qn) := (g + 1)(log x)/ log qn. Nous avons
N3(x) 6
∑
q6x2gε
∑
(kj−η(q))+6κj<kj
(16j6r)
∑
t1···tr|(βD)r
∑
ω(tjdj)=κj (16j6r)
P+(t1d1···trdr)=q
(di,βDdj)=1 (16i<j6r)
xgε<t1d1···trdr6x2gε
∏
16j6r
µ
(
tj
)2
µ
( ∏
16j6r
dj
)2∑∗∗
n6x
1
avec les conditions
(∗∗)

t1 · · · tr|(βrDr, Q(n))
dj |Qj(n) (1 6 j 6 r)
p|Q(n)⇒ p|t1d1 · · · trdr ou p > q.
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En employant a` nouveau le crible de Selberg, nous obtenons
∑∗∗
n6x
1 Hy
(log q)r
%0(t1 · · · tr)
t1 · · · tr
∏
16j6r
%j(dj)
ϕj(dj)
·
Nous majorons alors la somme r-uple par la me´thode de Rankin en intro-
duisant un poids (t1d1 · · · trdr/xgε)v, avec v := C/ log q, ou` C est une cons-
tante assez grande. Il suit comme pre´ce´demment
N3(x) H
∑
T |βrDr
%0(T )τr(T )
T 1−v
∑
q6xgε
y
q(log q)rxCgε/ log q∑
(kj−η(q)−ω(T ))+6κj<kj
(16j6r)
∏
16j6r
(log2 q +Mj)
κj
κj !
·
Pour chaque r-uple (κ1, . . . , κr) apparaissant dans la somme inte´rieure, nous
avons
∏
16j6r
(log2 q +Mj)
κj
κj !
6
∏
16j6r
(log2 x+Mj)
kj−1
(kj − 1)! (R+ 1)
rη(q)+rω(T ).
De`s que Cgε > 1+r(g+1) log(R+1), nous obtenons donc, pour une constante
K convenable,
N3(x)

(
βD
ϕ0(βD)
)K
eMy
(log x)r
∏
16j6r
(log2 x+Mj)
kj−1
(kj − 1)!
∑
q6xε
( log x
log q
)2r x−1/ log q
q

(
βD
ϕ0(βD)
)K
eMy
(log x)r
∏
16j6r
(log2 x+Mj)
kj−1
(kj − 1)! ·
uunionsq
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